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Re´sume´
Nous introduisons une structure de mono¨ıde sur un ensemble d’arbres binaires e´tiquete´s,
par un proce´de´ analogue a` la construction du mono¨ıde plaxique. Nous en de´duisons une nou-
velle approche de l’alge`bre des arbres binaires de Loday-Ronco.
An analogue of the plactic monoid for binary search trees
Abstract
We introduce a monoid structure on a certain set of labelled binary trees, by a process
similar to the construction of the plactic monoid. This leads to a new interpretation of the
algebra of planar binary trees of Loday-Ronco.
Il existe certaines analogies entre la combinatoire des arbres binaires et celle des tableaux de
Young. Par exemple, les e´tiquetages croissants d’un arbre binaire donne´ et les tableaux de Young
standard d’une forme donne´e sont tous deux de´nombre´s par une ✭✭ formule des e´querres ✮✮[7, 17, 8]
dont on connaˆıt dans les deux cas des q-analogues naturels [17, 1]. On sait aussi qu’il est possible
de construire, au moyen de la correspondance de Robinson-Schensted, une alge`bre de Hopf ayant
pour base les tableaux de Young standard [15], et qu’une re´alisation naturelle de cette alge`bre au
moyen de polynoˆmes non commutatifs, implique une preuve combinatoire e´clairante (en une ligne)
de la re`gle de Littlewood-Richardson [13, 3, 4]. Dans cette re´alisation, chaque tableau t de forme
λ est un polynoˆme homoge`ne de degre´ n = |λ| dont l’image commutative est la fonction de Schur
sλ.
Re´cemment, Loday et Ronco ont introduit une alge`bre de Hopf ayant pour base les arbres
binaires planaires [11, 12]. Cette alge`bre peut, comme la pre´ce´dente, se re´aliser dans une alge`bre
associative libre [3, 4], chaque arbre binaire complet a` n sommets internes e´tant repre´sente´ par un
polynoˆme homoge`ne de degre´ n en variables non commutatives. En re´alite´, ces deux alge`bres sont,
par de´finition, des sous-bige`bres de l’alge`bre de Hopf des permutations de Malvenuto-Reutenauer
[14], laquelle a e´te´ re´alise´e dans [3, 4] comme l’alge`bre des fonctions quasi-syme´triques libres
FQSym dont nous rappelons ci-dessous la de´finition. Notons au passage que toutes les alge`bres
en question sont libres [15, 11, 14], mais que cette proprie´te´ n’intervient pas dans la construction
de leurs re´alisations polynomiales.
Ce sont ces re´alisations qui permettent de faire apparaˆıtre l’alge`bre des tableaux (ou fonc-
tions syme´triques libres) et l’alge`bre des arbres binaires comme deux cas particuliers d’une meˆme
construction, reposant sur l’existence d’une correspondance de type Robinson-Schensted et d’un
mono¨ıde de type plaxique. Cette construction nous apparaˆıt d’autant plus fondamentale qu’un
troisie`me exemple entre dans ce cadre, celui du couple d’alge`bres de Hopf en dualite´ (Sym, QSym)
(fonctions syme´triques non commutatives et fonctions quasi-syme´triques), lequel correspond au
mono¨ıde hypoplaxique [9].
Nous commencerons par rappeler quelques de´finitions. Nos notations seront celles de [13] et de
[3, 4]. Soit A = {a1 < a2 < · · · } un alphabet de´nombrable totalement ordonne´. Les polynoˆmes
non commutatifs Fσ(A) =
∑
std (w)=σ−1 w, ou` σ est une permutation et ou` w parcourt les mots de
standardise´ σ−1 forment une base d’une sous alge`bre de K〈A 〉 note´e FQSym
K
(K etant un anneau
commutatif quelconque) et simplement FQSym si K = C [3]. On pose e´galement Gσ = Fσ−1 et
on de´finit un produit scalaire par 〈Fσ,Gτ 〉 = δστ .
Soit w 7→ (P (w), Q(w)) la correspondance de Robinson-Schensted usuelle (cf. [13]). Pour un
tableau standard t de forme λ, on de´finit la fonction de Schur libre St comme la somme St =∑
P (σ)=t Fσ. Ainsi qu’il est montre´ dans [13, 4], les St forment une base d’une sous-alge`bre FSym
de FQSym, et cet e´nonce´ peut eˆtre vu comme un raffinement de la re`gle de Littlewood-Richardson,
qu’il implique imme´diatement. De plus, FSym est une sous-bige`bre de FQSym.
Nous allons maintenant donner une construction de l’alge`brePBT des arbres binaires planaires
de Loday-Ronco [11] entie`rement analogue a` celle de FSym. Commenc¸ons par l’analogue approprie´
de la correspondance de Robinson-Schensted. Elle se de´finit a` partir de l’arbre binaire de´croissant
(ou arbre tournoi) T (σ) associe´ a` une permutation σ ∈ Sn. C’est un arbre binaire (incomplet) a`
n sommets, nume´rote´s de 1 a` n. La racine est nume´rote´e n (le maximum), et si, en tant que mot,
σ = unv, alors le sous-arbre gauche est T (u) et le sous-arbre droit T (v) (u et v e´tant vus comme
des permutations de leurs re´arrangements croissants). On notera [T (σ)] la forme de cet arbre (on
oublie les e´tiquettes).
Pour un mot w ∈ A∗, on posera Q(w) = T ((stdw)−1), et P(w) sera l’arbre obtenu en rem-
plac¸ant chaque e´tiquette i de Q(w) par la i-e`me lettre de w. Par exemple, si w = bacaabca,
stdw = σ = 51723684, σ−1 = 24581637 et
P(w) =
c
a
a
a
a b
b
c
Q(w) =
3
8
5
4
2 1
6
7
Ces arbres peuvent se calculer au moyen d’un algorithme d’insertion a` la Schensted. Pour construire
P(w), on lit les lettres de w a` partir de la droite. La dernie`re est place´e a` la racine, puis chaque
lettre est inse´re´e re´cursivement dans le sous-arbre gauche ou droit selon qu’elle est ≤ ou > a` la
racine. L’arbre Q(w) indique l’ordre (inverse) de cre´ation des sommets. Ainsi, l’e´tiquetage de P(w)
est croissant au sens large dans le sens ր et au sens strict dans le sens ց, et le parcours infixe
de l’arbre produit le re´arrangement croissant de w. Il s’agit la` d’un algorithme de tri classique [8],
et on reconnaˆıt dans P(w) un arbre binaire de recherche. Quant a` Q(w), c’est un arbre tournoi.
Dans le cas ou` w = σ est une permutation, la seule information contenue dans P(σ) est sa forme,
et on l’identifie a` l’arbre non e´tiquete´ [T (σ−1)].
The´ore`me 1 La relation d’e´quivalence ∼ sur le mono¨ıde libre A∗ de´finie par
u ∼ v ⇐⇒ P(u) = P(v)
co¨ıncide avec la congruence engendre´e par les relations
zxuy ≡ xzuy , x ≤ y < z ∈ A , u ∈ A∗ . (1)
Cette congruence sera appele´e congruence sylvestre et le mono¨ıde quotient Sylv(A) = A∗/ ≡, le
mono¨ıde sylvestre.
La congruence sylvestre est aux arbres ce que la congruence plaxique (engendre´e par les rela-
tions de Knuth) est aux tableaux [10, 13]. Dans le cas du mono¨ıde plaxique, les classes ont des
repre´sentants canoniques (les lectures par lignes des tableaux). Il en est de meˆme ici :
Proposition 2 Soit T un arbre binaire de recherche, et soit wT le mot obtenu en effectuant
son parcours postfixe (parcours en profondeur commenc¸ant par la gauche, ou` l’on e´crit la lettre
e´tiquetant un noeud quand on le visite pour la dernie`re fois). Alors, P(wT ) = T , et wT est min-
imal pour l’ordre lexicographique dans sa classe sylvestre. De plus, en ite´rant a` partir de wT les
re`gles de re´e´criture xzuy → zxuy, obtenues en orientant les relations sylvestres, on engendre toute
la classe de wT .
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Les mots de la forme wT seront appele´s mots-arbres (ou plus simplement arbres).
Pour un arbre binaire T non e´tiquete´ (identifie´ a` un P-symbole de permutation), introduisons
le polynoˆme
PT (A) =
∑
P(σ)=T
Fσ .
En utilisant le fait que la congruence sylvestre est compatible a` la restriction aux intervalles de
l’alphabet, et en raisonnant comme dans [4], prop. 3.12,on en de´duit l’identite´ suivante.
The´ore`me 3 Soient T ′ et T ′′ deux arbres binaires non e´tiquete´s. Alors,
PT ′PT ′′ =
∑
T∈Sh(T ′,T ′′)
PT ,
ou` Sh(T ′, T ′′) de´signe l’ensemble des arbres T tels que wT apparaˆıt dans le produit de me´lange
u v ou` u = wT ′ et ou` v = wT ′′ [k] est le mot-arbre de T
′′ de´cale´ du nombre k de sommets de T ′.
Cet e´nonce´ est entie`rement analogue a` la ✭✭ re`gle de Littlewood-Richardson libre ✮✮pre´sente´e dans
[13, 4]. Il fournit une nouvelle construction de l’alge`bre des arbres binaires de Loday-Ronco. Dans
[12], le produit PT ′PT ′′ est de´crit au moyen d’un ordre sur les arbres binaires (notons au passage
que Loday et Ronco utilisent des arbres binaires complets, dont nous ne conservons ici que les
noeuds internes). Cet ordre peut s’obtenir a` partir de l’ordre faible du groupe syme´trique : c’est
la restriction de celui-ci aux permutations qui sont des mots-arbres. Remarquons que les re´sultats
de Bjo¨rner et Wachs [2] entraˆınent que les classes sont des intervalles de l’ordre faible.
Ainsi, l’ensemble Sh(T ′, T ′′) est un intervalle de l’ordre de Loday-Ronco. Dans le cas des
tableaux, il est possible de de´finir un ordre similaire, quotient de l’ordre faible par les relations de
Knuth, dont les ensembles Sh(t′, t′′) de [13, 4] sont e´galement des intervalles.
Le cardinal d’une classe plaxique de permutations est e´gal au nombre de tableaux standard
d’une certaine forme, donne´ par la ce´le`bre formule des e´querres [7], dont on connaˆıt un q-analogue
[17] qui prend en compte l’indice majeur des permutations. De la meˆme manie`re, le de´nombrement
par indice majeur de la classe sylvestre correpondant a` l’arbre T a` n sommets est donne´ par la
spe´cialisation (q)nPT (1, q, q
2, · · · ), e´gale, d’apre`s [1] a`
∑
P(σ)=T
qmaj (σ) =
[n]q!∏
◦∈T q
δ◦ [h◦]q
, (2)
ou`, pour un sommet ◦ de T , h◦ est le nombre de sommets du sous-arbre dont il est racine, et δ◦
celui de son sous-arbre droit.
La congruence sylvestre permet e´galement une description simple du dual de Hopf de l’alge`bre
des arbres binaires :
The´ore`me 4 Le dual PBT∗ de PBT est isomorphe a` l’image de FQSym par la projection
canonique
pi : C〈A 〉 −→ C[Sylv(A)] ≃ C〈A 〉/ ≡ .
La base duale QT de PT est QT = pi(GwT ), ou` wT est la permutation canoniquement associe´e a`
l’arbre T .
Le dual de FSym admet une description similaire [15, 5]. Ces re´sultats sont des conse´quences de
la ✭✭ formule de Cauchy libre ✮✮
∑
std (u)=std (v)−1
u⊗ v =
∑
σ
Uσ ⊗Vσ
pour tout couple (U,V) de bases adjointes de FQSym.
Pour calculer les e´le´ments primitifs de PBT et de PBT∗ (ou de FSym et de FSym∗), on
peut proce´der comme dans [4]. On part d’une base multiplicative d’un coˆte´. Les e´le´ments de la
base duale correspondant aux inde´composables de notre base multiplicative forment alors une base
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d’e´le´ments primitifs du dual. Le calcul explicite se rame`ne a` celui de la fonction de Mo¨bius de
l’ordre approprie´. Dans la cas de PBT, et plus ge´ne´ralement des alge`bres dendriformes libres, les
e´le´ments primitifs ont e´te´ de´termine´s dans [16]. Toutefois, le proce´de´ propose´ ci-dessus conduit a`
une caracte´risation diffe´rente.
Finalement, remarquons qu’on peut construire un couple de graphes gradue´s (Γ,Γ∗) en dualite´
au sens de Fomin [6], dont les sommets de degre´ n sont les arbres binaires a` n sommets. Dans
Γ, on a une areˆte entre T et T ′ si PT ′ apparaˆıt dans le de´veloppement de PTP•. Dand Γ
∗, cette
meˆme areˆte sera pre´sente si QT ′ apparaˆıt dans QTQ•. La correspondance sylvestre est alors la
correspondance de Fomin associe´e a` ce couple de graphes.
Nous tenons a` remercier Jean-Louis Loday et Mar´ıa Ronco pour leurs commentaires.
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